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密度行列繰り込み群法 (DensityMatrix Renormalization Group method， DMRG)は，
低次元量子系の基底状態を精密に求める数値計算方法です.これまで様々な系に適用され，
その有効性が実証されています.一方， DMRGを駆使して種々の励起スペクトルを計算す












項目としてはパ 1)共鳴非弾性X線散乱法の開発と強桔関電子系の電荷励起の観測， ( 2 ) 




































































密度行列操り込み群法 (Density班atrixRenormalization Group method， DMRG)の解























システムと環境という視点は， R. P. Feynmanの統計力学の教科書で、丁寧に説明されてい
ます [131.また，境界条件の違いが有限系での計算結果にどのような影響を及ぼすかは，










? 、iψ)=芝山li)IJ) ， 
と表現できます.以蜂，システムを iより少ない m状態 lu勺 (α=1，…，mくので近似
することを考えます.m を truncationnumberと呼びます.lu勺はシステムの完全系で
(2) lua) = 2: ur li) ， 
(3) I~) =乞α，jlua) IJ) ， 
これよりと展開できます.





I ~) = 2: lua) (乞α，j1)) =乞αα|♂)1♂) = 2:2二αぐり，;li) Ij) (5) 




なぜならば，厳密な波動関数の係数ギ14jを lx J行列の (i，j)成分とすると (lくJ)，行
列ψ={仇j}は
(7) 
と特異値分解できるからです.ここで Uは lx lユニタリ一行列，Vは lx J列直交行列，






解の対応関孫から，Dの対角成分のうち僅の大きな m 個を α とし，対応する Uと V
の列を♂と♂とすることが最適の近似であることが分かります.ここで最も重要な物
理量は， r環境を縮約したシステムの密度行列j
p=ψず =UD(V*V)DU傘ニUD2Uヘ (8) 





Th p= 2ンi-乞ψijψijニ 1， (9) 
という関係を満たしています.密度行列の部分対角和は，式 (8)から
Tr (UD2Uつ=壬 (D2U*U)= Tr (D2)， (10) 
と書き亘すことができます.従って，近似の精度は





























子c;σ の行列要素を， ( 2 )における密度行列の固有状態を基底として表現します.
Hubbard模型の場合には，行列次元は 4lになります(4はシング)1--サイトの状態




























ばれますが， J. J. S誌uraiの量子力学のテキスト [18]では，混合アンサンプルと呼んで
います.この方が f異なる純粋状態の集合に対する統計的性質jという意味合いが明確で
す).混合アンサンプルの密度行列の固有状態を用いて基底変換する方法を動的密度行列
繰り込み群法 (DynamicalDMRG， DDMRG)と呼びます3 この考えかたは，有限温度
における密度行列〈この場合には環境の縮約などの概念は入っていません)
pニ :Lp，α|α)(α1， (13) 





A(k，ω) = -~~ (01 Ck.a r.l 1 TT " _ Ck，a 10) ， (14) 
勾 Eoー ω-H+打 'σ
を計算する場合には，




p = :LpOl'ltαψ;?(18) 
で与えられます.ここで環境の自岳度は，1tαと必の積をとる過程で結約されています.
また ψα が規格化されていれば，システムの状態ベクトルについての部分対角和に対し
Tr p二:LpαTr(ψα1þ~) = :Lp，α乞〈ψ'a)i，j(叫ん=:Lpα(17) 










































で定義されます.cjσ，Ciσは電子〈サイト 't， スピン σ)の生成泊滅演算子，けま電子の
ホッピング， αは格子定数です.以降では， χ(ω)の実部どい)と患部χ吋ω)を導入して，
χ(ω)=χ'(ω) + iX"(ω)と書くことにします.カレント相関関数は系の光物性を調べる基









iψ1) = 10)， 
iψ2) ニ jt10)， 










































て)精度を著しく落とす原国となります.虚数を扱うことを避けるために，都合 iψ1)1 Iψ2)， 




重要なことは，むしろ αの数に対応するだけの m を取るということではないかと感じて
います.但し全てのターゲットは基底状態に適当な演算子を作用して生成されるため，基
底状態はある程度の精度で求めておく必要があります.そこで著者らは通常Pl= 0.5と








て Iw-y(ω十2i))も同時にターゲットすることです.この場合， I曽γ(ω))と i曽γ(ω十 2，))
を同時に取り扱うことによって， (ω?ω+2i)の領域に含まれる励起状態がうまくターゲッ
トされます.これは 2つの補正ベクトルをターゲットすることで， W十γ周辺の状態の重





















G(Y(k，ω) = (014，σP IM1 ・-;:，Ck，(Y10) ， -ω-.t1十ヴ
で与えられます.密度行列ヘターゲットする状態は
iψ1) = 10)， 
iψ2) Ck，(Y 10) ， 









ともとスーパーブロック Bt・ Bf-k-2が取れる全状態数は n2m2あります.ここで m













の基底を fN粒子の状態 +(N -1)粒子の状態jで書き産すのが簡便です.書き直した






















sα(q7U)=(Oi(S;)T，.l F 1U I JR:s;IO) ， (37) 
で定義されます.ここで臼ニ土?z，s;=士LieiqRす(町一丸!)，s: =士乙e4qhc:ρ，!' 
S二q 二 (s:)tです.混合アンサンフゾレの密度行列に対するターゲ、ツトは
iψ1) = 10)， 
i仇) = s; 10)， 









































計算します.Lanczos法の基底ベクトルは，全状態数 n2m2 (mはブロック Bt及
び Bf-k-2の状態数 nはシングルサイト・の状態、数)から今考えている量子数の
状態のみを抽出します.ここで得られた基底状態に適当な演算子 Aを倖用して，励
起状態 At10)を作ります.演算子 Aは)， Ck，σ， stなどを念頭に置くと，始状態と
終状態で量子数が変化する場合があります.この場合には，始状態の基底と終状態
の基底を個別に用意する必要があります.このあと 3.6節の方法に従って補正ベク




の基底変換を行い，乙の時にシステムの状態数を ηmから m に圧結します.
























始めに式 (41)の両辺の虚部を取ります. 1ψ) = s:Iwγ(ω))と書くと，
{(ω十品 _H)2+子}Iψ〉二-，At10) 
が成り立ちます.この式は，以下の汎関数


























































































に計算することです.この開題に関して最初に手法の提案を行ったのは M.A. Cazalilla 
ですが， S. R. Whiteらは通常の DMRGコードに整合する形に拡張しました [28，29]. 

































































同様の並列化が可詑です.二つのベクトルを |α)= (α1，α2γ ?ーαふ Ib)ニ (b1，b2，…， bn) 












初めにスペクトルの計算精度について議論します.ここで問題は， ( 1 ) Lanczos法が可
能なサイズでは繰り込みをする必要がないが，その場合でもどれほど小さな m で正確な
スペクトル形状を再現できるか， ( 2 )ある有援の m に対してどこまでシステムサイズを
大きくすることが可能か，の二点で、す.( 1 )に関しては， Lanczos法で得られる国有状態
の性質と DDMRGのmの大きさから， DDMRGにおいてどのような状態を記述してい
るか推測できます.( 2 )は計算機の最大メモリに相当する mで到達できる最大システム
サイズを見積もる基準となります.対象とする模型は，以下に掲げる一次元 V-t模型
H二 v:Ln仇 +1- t乞(c!Ci十1十H.c.)， (52) 
です.ここで Vは隣接サイト陪のクーロン斥力，tは電子のホッピングの大きさ， c!?Qは
スピンレスフェルミオンの生成消滅演算子，niは粒子数演算子を表します.以蜂 v= 6t 
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図 1:一次元 V-t模型のカレント栢関関数.(a)数種厳密対角化(実線)と DMRG(0) 
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歯止一次元 V-t模型におけるカレント相関関数のサイズ依存性:(a) L-y :: 16で
L=21，41，81とした場合， (b)γ= 0.2tで L= 41，61，81，101とした場合.







(53) H = -tI:)cJ，σCi+l，σ十H.c.)+U'L川町+V'Lnini十t，
です.キャリア濃度は 1/2-自lingとします.この模型において，カレント相関関数を計
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国 3:一次元拡張 Hubbard模型のカレント相関関数. (a) L = 10， U = 20えv=3tのス
ペクトル (DDMRG，m 二 180，i = 0.2t) .破線が開放端条件，実線が端にポテンシャル
を導入した場合の結果.(b)端に局在したダブロンに起菌するピークをサイズ外挿した結
果.メインのグラフは Lニ 64のスペクトルで， ωr-..J4.7tのピークが有限サイズによる影
響.計算条件は U= 10t， V = 3t，Liニ 12.8t，m = 180.挿入留は L= 32 (0)， 64 (実














参考までに，一次元 Hubbard模型 (V= 0)におけるー粒子励起スペクトルのサイズ































/¥e _ 1 le¥2 
-tze-4φ叫 A 山 ÷HC2-tzdA÷1汁 H.c.)-~jA(t) -~ (~) T A2(t)， (54) 
担し
e (i+l→→ eα 






一次元拡張 Hubbard模型では，V "'- 2tで励起子束縛状態が形成されることが知られ
















ます.図 6，7は一次元Hubbard模型の A(k，ω)です.図 6のモデルパラメータは，一次
元銅酸化物 Sr2Cu03に対して見積もられている値 t= 0.65(eV)， J = 0.23(eV) (このと













図 6:一次元 Hubbard模型における A(k，ω)の k依存在〈スピノン・ホロンのバンド分















































H -t L (C!，aCi+ぃ+H.c.) + Wo Lb九-92二(ヰ÷ι)ni' (56) 
ここでbL訟は Einsおinフォノンの生成治滅演算子， ω。はフォノンのエネルギー， 9は
電子格子相互作用の大きさです.ボゾン自由度は以下のようにして系統的に取り扱うこと
ができます.まず励起されるボゾンの組数がサイト当たり最大 2M であるとします.この
とき， ιは M 個のハードコアボゾン演算子で厳密に展開できます [34]. このハードコア
ボゾンをサイトに見立てて，少しづっボゾンの自由度を繰り込むことができます.この方
法を用い，Lニ 20での一粒子(1ホール)励起スペクトルを D双RGで計算した結果が











































歯止 (a)一次元 Hubbard-Holstein模型の A(k，ω)(k =π/21，2π/21，…，11π/21 rvπ/2). 
細線(太線)が 9= 0.5t (g = 0)の場合.9ニ 0.5tのスペクトルは，スピノン励起に対
応するゼーク(低結合エネルギー鶴のピーク〉を合わせるために -0.76tだけシフトして
います.(b) A(kminニ π/21，ω).結隷〈太線〉が 9= t (g = 0)の場合〈この図ではシフ
トしていません).(i)がスピノンに対応します.
一次元 Hubbard-Hols記in模型に対する A(k，ω)の計算結果が図 9(a)です.9 = O.5tは
電子格子相互作用が比較的弱い場合に対応します.計算は L= 20，m = 400の条件で行っ
ています.この結果は，ホロン励起だけが強いダンピングを受けており，スピン・電荷分
離が成り立っていることを示唆しています.但し，電子とフォノンモードの混成と患われ






という形にまとめることができます [41]. ここでら(q)=一(rJ /2) I sinqlは Heisenberg
模型の励起である desCloizeaux-Pearsonモード，Ah(k，ω)はスピン自由度を持たない
Holstein模型に対するスペクトルです. ~pち，スピンレス模型のスペクトルを単純に重ね
合わせたものになっています.式 (58)は強相関極限の Hubbard模型で Bethe仮説法の










H ニ -tI: {1-α(b!十1/2+弘中)}(cしc川



















Js = 0.15 
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